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Objectifs : 


Dévisser le concept de borne supérieure dans R, illustrer en force la procédure saturation convexe” 
ou ”recurrence topologique” dans R. 


Première partie 


Quelques théorèmes de base sur R 


1- Intervalles fermés bornés de R 
Voici deux qualités topologiques remarquables du segment [0,1] : 


a) [0,1] est une partie connexe de R. 


b) [0,1] est une partie compacte de R. 


Voici deux propriétés (d'usage fréquent) d’une fonction réelle f définie et continue sur [0, 1] : 


a) Théorème des valeurs intermédiaires : 


f(0)f(1) <0 = 2w €l0,1[ f(w) = 0. 
8) Théorème de Heine : f est bornée sur [0,1]. Mieux : f admet un maximum sur [0,1]. 


Les preuves proposées sont autonomes, s’appuient sur le fait fondamental que toute partie non vide 
majorée de R possède une borne supérieure, et illustrent la procédure ”saturation convexe”. 


Pour a) (cf[1]) 

On munit {0,1} de la topologie discrète et on envisage une fonction continue f : [0,1] — {0,1}. On 
suppose que f(0) = 0 (raisonnement analogue si f(0) = 1). Soit À = {a € [0,1]\Vx € [0, a] f(x) = 0}. 
À est une partie de R non vide (0 € À) et majorée (par 1) donc on peut considérer à bon droit sa borne 
supérieure notée a. La continuité de f assure que a € À et avec À clairement convexe, on à À — [0, a]. 
Reste à voir que a = 1. Si a < 1, par continuité de f en a, on choisit 7 > 0 tel que f([a, a + n|) soit 
contenu dans le voisinage ouvert {0} de f(a) = 0. Il vient a+ € À avec a < a+ < 1. Contradiction 
avec le statut de a. 


Pour b) 

Soit (O;);er un recouvrement ouvert de [0,1] par des ouverts de R, soit S l’ensemble des points x de 
[0, 1] tels qu'il existe un sous-ensemble fini J de I avec [0,x] € Ü,-, Oi. S est non vide (0 € S) et 
majorée (par 1). On pose alors à bon droit : s — sup $. 0 est contenu dans l’un des ouverts O;, donc 
on peut trouver € > 0 tel que 0+e € O;, donc 0O+EeE S, ce qui donne s > 0. 


s € S. En effet, on choisit un ouvert ©; contenant s, un réel a > 0 tel que ]s — a,s + a[C Oz, et un 
point x de SN}s — à,s]. [0, x] est alors recouvert par une sous-famille finie (O;);ey du recouvrement, 
donc [0, s] € Üiérugez Oi- 


s=1.Sis< 1, en imposant s+a<1,ona:[0,s+$%]cC Üieru} O;, ce qui implique s+$€ Set 
contredit le statut de s. 


Pour à) 
On suppose que f(0) > 0. On pose : 


Q={xel0,1], Vyel0,x] f(y) > 0}. 


Q est non vide (0 € S) et majorée (par 1). Soit donc w sa borne supérieure. Par continuité de f en 
0, on peut choisir 7 > 0 tel que Vy € [0, n] f(y) > 0, donc n € (, ce qui justifie que w > 0. Pour tout 
x E (, f(x) > 0 et toujours par continuité de f, f(w) > 0, ce qui donne au passage w < 1. 

Si w # (, on choisit y € [0,w!| tel que f(y) < 0. ]y,w] ne contient alors aucun élément de Q. Contra- 
diction avec le statut de w. (, clairement convexe, s’écrit donc : Q = [0,w] avec 0 < w < 1. 

Si f(w) > 0, On choisit a €]0, 1 —-wl tel que Vy € [w,w+al f(y) > 0. Avec w € (, on a alors w+a € Q, 
impossible d’après le statut de w. En définitive, f(w) = 0 avec 0 < w < 1. 


Pour 6) 
On pose : F — {x € [0,1] ; f([0,x]) bornée}. T est une partie de R convexe non vide (0 € T) et 
majorée par 1, donc on peut envisager 7 = supl'. L'application f est continue en 0 donc il existe 
€ €]0, 1] tel que f est bornée sur [0,€]. Ainsi : 7 > € > 0. Si y < 1, par continuité de f en +, on prend 
0<y <yet y< 7” <1 tels que f est bornée sur [y/,7"]. L'application f est bornée sur [0, 1H) et 
[5, 


sur y"] donc f est bornée sur [0,+”], donc +” < 7. Contradiction et résultat. 


On montre à présent que f admet un maximum sur [0,1]. 


Si pour tout x €]0,1] on a f(x) < f(0), f admet un maximum sur [0,1] en 0. On suppose à présent 
qu’il existe xo €]0, 1] tel que f(xo) > f(0). On pose : 


A={x€e10,1[, 4y €]x,1] f(x) < f(y)}. 


A est une partie non vide (0 € À) et majorée de R. Soit a — sup À. 


Le cas a = 1 assure que a é A. 
On envisage à présent a < 1. Si a € À, on choisit b €lJa,1] tel que f(b) > f(a). Soit € > 0 tel 
que f(b) > f(a) +e > f(a). Par continuité de f en a, on choisit 7 > 0 tel que a +7 < b et 


f(la,a + n]) Clf(a) — €, f(a) + ef. On prend à Elja, a + n], à € À car f(b) > f(à), ce qui contredit le 
statut de a. En définitive, a & À, ce qui implique : Vx €]Ja, 1] f(x) < f(a). À étant clairement convexe, 
on à par ailleurs À = [0, a. 


On veut à présent : Vx € [0, a] f(x) < f(a). On pose 


X = {x€f0,af, f(x) > f(a)}. 


Si X est non vide, on peut considérer Z — sup X. On a f(x) < f(a). Sinon, par continuité de f en &, 
on choisit 7 > 0 tel que Vx €]x — n,x + n[ f(x) > f(a) et x n’est plus un majorant de X. 

On a aussi f(x) > f(a). Toujours par l'absurde, avec f continue en #, on prend 7 > 0 tel que 
Vx €EÏx — n,x] f(x) < f(a), donc | — n,x] ne contient aucun élément de X, contradiction avec le 
statut de x. Par doubles inégalités, f(x) = f(a). 


On montre que 3? = a. Si x < a, alors % € À = [0,a[. On choisit y €]x, 1] tel que f(y) > f(x) = f(a). 
Par nécessité, y €]x, a|, donc y € X, ce qui est impossible par statut de x. 


Soit y € X. On pose : 

E = {x Ex, al f(x) > f(x}. 
= est non vide car y € À — [0,a|, et majorée, donc on peut envisager à bon droit y = sup=£. 
Vz € f(x) > f(x) > f(a) donc f(x) > f(x) > f(a). Ceci prouve que Y < a ou x € A = [0,a[. On 
choisit % €]x, al tel que f(X) > f(x) > f(x) > f(a) et on aboutit à une contradiction avec le statut 
de Y. 


Bilan : X est vide, ie Vx € [0,a[ f(x) < f(a), ce qui assure en définitive que f(a) est le maximum 
de f sur [0,1]. 


Exercice 1 
Voici un théorème de Darboux qui montre que ”la propriété des valeurs intermédiaires n’est pas 
l’apanage des fonctions continues”. (cf [1]) 


Soit F : [0,1] — [0,1] dérivable sur [0,1], de dérivée F’ = f. Alors 


f(0)f(1) <0— 3a€]0,1[ f(a) =0. 


Preuve : On suppose que f(0) > 0 (et f(1) < 0). F est dérivable en 0 donc on peut écrire un 
développement limité de F° à l’ordre 1 en 0 : 


F(x) = F(0) + xf(0) + o(x) = F(0) + x[f(0) + o(1)]. 


On choisit n €]0, 1] tel que le crochet soit supérieur à 1Q sur ]0,7]. On a alors F(x) > F(0) sur 0,7]. 


De même, on choisit a > 0 tel que F(x) > F(1) sur n- — a,1[. À présent, avec le théorème de Heine, 
F continue sur [0,1] admet un maximum, en un point a nécessairement distinct des extrémités 0 et 1. 
Ainsi a est intérieur à [0,1], donc f(a) — F'(a) = 0. cqfd 


Exercice 2 
Voici une application de «&) et B), revue dans la suite du texte : 


Soit f € C(R,R). On suppose que f est localement injective ie pour tout x € R, il existe 0 > 0 tel que 
f est injective sur [x — 6,x + 6]. Alors f est globalement injective. 


Preuve : Par l’absurde, il existe a < b dans R tels que f(a) — f(b). f n’est pas constante sur [a, b] 
donc prend, par exemple, des valeurs strictement supérieures à f(a). Continue sur le segment [a, b], f 
admet un maximum sur [a, b] (Théorème de Heine), en c €]a, b[. Pour 6 > 0, on pose 


1 


vs = If) + max (fe — 8), F(c + 6))]. 


Par valeurs intermédiaires, y5 est atteinte par f sur [ce — ô,c] et sur [c,c + 6], ce pour tout à > 0. 
Contradiction avec la locale injectivité de f en c. 


Remarque : La continuité de f est essentielle. Considérer f définie sur R par f(x) = x six < 0 et 
f(æ) = -x +1 six > 0... 
2- Inégalité des accroissements finis 


Voici un autre résultat fondamental d'analyse où l’on procède par ”saturation convexe” : le théorème 
de comparaison des dérivées. Une jolie application en est donnée en fin de texte. 


Enoncé : Soit a <b dans R, (E,|| ||) un R-espace vectoriel normé, 
f:{a,b] — E et g:{a,b] — R continues sur [a, b], dérivables sur Ja, b|. 
Si pour tout x Eja,bl, || f(x) |< g'(x), alors || f(b) — f(a) |I< g(b) — g(a). 


Grandes lignes de la preuve : Soit € > 0. Pour tout x €]a, b|, 


f@&œ+h) — f(x) | g(æ+h) — g(x) 
h h 


limp_0+ I << E 


donc : 


Væela,bl 4>0 Vhef0,8] [| f(c+h)- f(x) |<g(c+h)-g(x)+eh Y 
Pour a’ dans ]a, b|, on envisage alors : 
L={tela,b; Vuela,t] | f(u) — f(a) I g(u) — g(a’) +e(u — a’)}. 


On montre que I. est un intervalle de la forme [a’,c|, puis que c — b et on conclut en faisant tendre € 
vers 0 puis a/ vers a dans l'inégalité 


FC) — f(a°) IK gb) — g(a”) +e(b — a). 


On propose ici quelques résultats (posés parfois aux épreuves orales des Grandes Ecoles) dont les 
hypothèses sont proches de Ÿ et dont les preuves consistent à passer du local au global. La procédure 


saturation convexe” sera encore maintes fois illustrée. Le cadre choisi est essentiellement celui de la 
convexité et de la monotonie des fonctions réelles de la variable réelle. 


Deuxième partie 


Convexité, monotonie, du local au global 


Notations 


Soit { un intervalle non vide de R, 4 une fonction réelle définie sur 1 et a un réel de 1. p, désigne la 
fonction pente de w en a définie sur I \ {a} par pa(x) — MAUR On note co(I) le cône des fonctions 
convexes sur Î (stabilité pour l’addition et la multiplication par un réel positif) et on rappelle que 


l’appartenance à co(1) équivaut à la croissance des fonctions pentes. 


1- Trois lemmes 


A- Une fonction convexe est localement lipschitzienne 


Lemme : Si I est un intervalle de R d'intérieur 7° non vide et si w : 1 — R est une fonction convexe 
sur 1, alors 4 est lipschitzienne sur chaque segment contenu dans 7°. En particulier, & est continue 
sur 1°. 


Preuve : C’est une jolie application des inégalités des trois pentes. 
Soit a < b dans 1°. 
On choisit deux réels a et 6 de 1° tels que: a <a <b< f. 


Pour x < y dans Ja, b|, 


d'où, en posant M = max{| pA(a) |,| ps(8) |}, on a : 


PU Ze) ea, EU) EG) y | PO) v@) 


< M, |£ M. 
y —X y—a b—x 


Par ailleurs, avec pa(a) < pa(b) < Pa(b) < Pa(B) < Pb(B), | £6)-e() |£ M et finalement @ est 
M-lipschitzienne sur [a, b]|. 


B- Un critère classique de convexité 


Lemme : Une fonction  : 1 — R continue sur l'intervalle Z, qui vérifie g(®4%) < 2lo(x) +(y)] pour 
tout (x, y) de L?, est convexe sur I. 


Preuve : Par l’absurde, @ est non convexe sur 1. On choisit a < b dans 1 et v dans ]0, 1[ tels que : 
g(va + (1 — v)b) > vy(a) + (1 — v)p(b). On pose : c = va + (1 —v)b. Soit d l'application affine 
définie par (a) = (a) et Y(b) = w(b), et g = ç — d. g vérifie g(a) = g(b) = 0 et g(c) > 0. On 
envisage les parties de R, Z_ = {u € [ac]; g(u) =0}et ZT = {ve [c,b]; g(v) = 0}, qui sont fermées 
par continuité de g. On pose : r = maxZ_ et s = minZ* et on a: r < c < s. Par hypothèse, 
g(L(r + s)) < L(g(r) + g(s)) = 0. 

Par valeurs intermédiaires, il existe { entre c et &(r + s) tel que g(t) =0. Or: r<t<couc<t<s, 
d'où une contradiction avec le statut de r ou s. 


La continuité de w est essentielle ; pour un contre-exemple, cf RMS2-1989 ou [4]. Pour une autre preuve 
(argument de densité), cf [1] et pour une généralisation simple du lemme, cf R409 RMS4-2002. 


C- Raccordement convexe 


Lemme : Soit : a < c < b < d dans R et © : R — R une application. 
Si est convexe sur Ja, b] et sur [c, d[, alors & est convexe sur Ja, d|. 


Preuve : Avec la continuité de 4 sur |a,d[ (lemme A) et le critère de ”mid-convexité”, on veut : 


p() < 3 (ou) + p(v)) 
dès que: a<u<cet b<u<d 


ePremier cas : c< “ic < b 


Avec @ convexe sur Ja, b], on écrit : @(#2) < D (ui) + T6 PO) 
2b—(u+v) o(v) 


puis on majore dans l’inégalité ci-dessus 4(b) par 20), ( — 


(ç convexe sur [c, d[) et on conclut. 


re ) 


eDeuxième cas : b < 


La convexité de @ sur [c, d[ donne : 


u +v UV —U v + u — 2b 
1 LL ———(b ne 
D RD < 0) + Pt) 
: 2b 2(b— 0) 
u + VU — — GC u +v 
2 b) £ —— | 
@) #6) u + v — 2c F nn À 2 
De plus avec 4 convexe sur |a, b] : 
(3) (0 < (a) + Lo () 


On fait ensuite : RE (1) + (2) + #22 (3) membre à membre 


de façon à éliminer y(c) et 4(b). Il reste : @(#2) < E(q(u) + p(v). 


eTroisième cas : et < C 
analogue au cas précédent. 


2- Du local au global 


Proposition 1 Soit © dans C(R,R) telle que : 


(Vx ER) (6 > 0) (Vh € [0,6]) (#0 < = [o(x — h) + (x + ni) . 


Dir 


Alors © est convexe sur R. 


Remarque : L'hypothèse de continuité est essentielle : la fonction 4 définie sur R par w(x) = 1 si 
x €] — 00, —1[U]1, +oo{, w(x) = —1 si x €] —1,1[, et w(—1) = (1) = 0 vérifie °K et n’est pas convexe 
sur R. 


preuve : Soit : a < b dans R. 


On veut : w(x) < yp(a) - Le (x 


a) dès que: a<x<b 


On envisage l’ application 
dixk px) —[yp(a) + LOROTE — à)] de {a, b] dans R, nulle en a et b, et continue sur [a,b]. Soit M 
le maximum de # sur [a, b]. 


On raisonne par l’absurde en supposant : M > 0. 
Soit Q — {c € [a, b] tq d(c) = M}. Toute fonction affine de R dans R réalise l’ égalité dans "K donc 
vérifie aussi X. Aïnsi, en chaque c de Q nécessairement distinct de a et b , on choisit à > 0 tel que : 


[c — 8,c+ 6] C [a, b] et (Vh € [0,6]) (Y(c) < le - h)+w(c+h)]). 


Ceci impose wŸ(c— h) = y(c+h) = M et ce pour tout h dans [0,6], c.a.d [ce — ô,c + 6] € Q. Q est 
donc un ouvert de {a, b]|. 


Q est par ailleurs non vide, et fermé dans le connexe [a,b] (par continuité de #) donc Q = [a, b] ï.e 
d = M > 0 sur [a,b]. Contradiction car Y(a) = 0. 


Exercice (même schéma de preuve, cf [2] ) 
Soit w E C(R,R). Montrer que : 


Vu <v VfeC(lu,v|,R) v( L [ n< 


VU—U 


Î vo1+ 6e cm). 


V—U 


Avec f = idr, pour «æ € R et h > 0, on peut écrire : 


puis on reprend (comme pour la proposition 1) a < b dans R, l’application 4, son maximum M sur 
[a, b] et on démontre par l’absurde que M est négatif. Voici pour le plaisir une autre justification de 
l'implication. 


Soient a < b dans R et À €]0,1[. On veut : @((1 — À)ja + Àb) < (1 — Ajy(a) + Ày(b). Pour € € 
10, min(\, 1 — À){, on envisage l’application continue f. définie sur [0,1] par f.(x) = b si x € [0, À —€|, 
f(x) = asix € [A+Ee,1], fe affine sur [À —-Ee, À+Ee]. La valeur moyenne de f. est : fe fe = (1—-))a+b. 
Soit M le maximum sur [a, b] de l’application continue | 4 |. 

Ona: [po fe = Xp(b) + (1— Xo(a) — e((b) +wp(a)) + vo fe 

donc : Us po fe < Ap(b) + (1 — Aya) + 2E[M — e@)Te0)) 

Avec l’hypothèse : 


+ o(b 
Here bi team. : e(6), 
et ce pour tout € dans 10, min( À, 1— À). D ‘où le résultat. 


L'implication réciproque est vraie et connue sous le nom ”inégalité de Jensen”. Elle peut se démontrer 
grâce aux sommes de Riemann.…. 


Remarque : On retrouve le lemme B. 


Proposition 2 Soit f dans C(R,R) telle que : 


(Vr € R) (56 > 0) (VA € [0,6]) (f(x — À) < f(x +h)). 


Alors f est croissante sur R. 


La continuité de f est essentielle ; considérer f définie sur R par f(x) = 0 si x < 0, f(x) = 1 six > 0 
et f(0) = —1. 


preuve (cf [2]) : Pour a < b dans R, on veut : f(a) < f(b). 

Soit : e> 0 et À. = {x € la, b] tq Vy € [a, x] f(a) —e < f(y)}. 

A est non vide (a € A). 

Size Aeta<x<zx, alors clairement : + € À: donc À. est un intervalle de R. 


A. est par ailleurs fermé dans le segment [a, b] (par continuité de f), donc fermé dans R. A: est donc 
de la forme [a,c] avec a <c< b. 


Reste à ” décoller” de a puis à ” gagner du terrain pour atteindre b”. La continuité de f en a assure la 


présence d’ un 7 > a dans À: donc c > a. 
Si c < b, on choisit 0 > 0 tel que 


[c — 8,c+ 6] C [a, b] et Vh € [0,6] f(c— h) < f(c+h) 


c € À. donc Vh € [0,6] f(a) — f(c—h) 
d’où Vh E [0,6] f(a) —-e < Fr + h). On vient de prouver que : c+0 € A. Contradiction avec le 
statut de c. 


Bilan : f(a) —e < f(b) et ce pour tout € > 0. cafd 
Cette preuve est une illustration de ” la récurrence topologique”. 


Remarque 1 On peut être tenté de poser : 


A = {x € lab] tq Vy € la, x] f(a) < f(y)} 


et de suivre la preuve ci-dessus. Ca coince! Comment justifier que À n° est pas réduit au singleton 
{a}? On évite cet écueil grâce au € de sécurité. (Idée également présente dans l'inégalité des 
accroissements finis vectoriels) 


Remarque 2 Le schéma de la preuve ci-dessus peut servir à justifier le lemme B. On raïsonne par 
l’absurde : on choisit a < c < b dans I tels que : w(c) > ac + B où x + ax + B est l'application 
affine qui envoie a sur w(a) et b sur w(b). On vérifie que L'_ = {u € fa, cl; Vy € [u,c] (y) > ay + B} 
et TT ={ve [cb]; Vy € [c,vlç(y) > ay + B} sont des intervalles non vides de R, de la forme Jr, d] 
et [c,s[. L_UTT =}r,s[ est en fait la composante connexe de c dans l’ouvert I formé des réels x tels 
que (x) > ax + B. ob a(r+ 8): eTTUTr_ TÉT, séT,ona: 

e((r+s) > a5+8 = Lar+8B)+5(as+8) > s(p(r)+v(s)), contradiction puisque par hypothèse, 
pr +s)) < 1 ((r D es )). 


Comparer cette preuve à celle de la page 6. 


Remarque 3 Si on change le sens de l'inégalité dans l’hypothèse encadrée de la proposition 2, on 
obtient f décroissante sur R (Appliquer la proposition 2 à (—f)). Aïnsi une fonction continue de R 
dans R vérifiant 


(Vz ER) (6 > 0) (VhE [0,6]) (f(x—-h) = f(x+h)), 


est constante. 


Exercice (Oral Polytechnique, J. Vauthier, Eska) 
Soit f : R — R dérivable et g : R — R continue. On suppose que 


(x € R) (26 > 0) (VA €]0,6]) (fe d: Ie A = 1) 


Alors f est une application affine. 


Preuve : Pour x € R et h ” voisin” de O0, on écrit 
f@+R) — fG@) , f@)- GR) 
2h 2h 


et avec f dérivable sur R, on obtient f’(x) = g(x) en faisant tendre À vers 0. Au passage, on remarque 
que f’ est continue sur R. 


= g(x) 


Soit seRet S—{62>0;VhE [0,6] f(s+h) — f(s—h) =2hf'(s)}. 
S est une partie de R non vide (0 € S) et clairement convexe donc S est de la forme [0,0) où 
o E R+ U {+}. 


On suppose que S est majoré, o — supS est alors un nombre réel. Pour 0 < h < o, on écrit 
f(s+h) — f(s—h) = 2hf'(s) et par dérivation licite par rapport à h, f'(s+h) + f'(s—h) =2/f'(s). 
Par continuité de f’, on a 

F(s+o)+ fs — 0) = 2f"(s). 
À présent, l'hypothèse (considérée en s + & et s — &) permet de choisir Ô > 0 tel que pour tout 
h € [0,6], 


ef(s+o+h)-f(s+o—h)=2hf(s+0) 

ef(s—-o+h)-f(s-0o—-h)=2hf'(s- 0). 
Par addition membre à membre, f(s+o+h)-—f(s—-o—h) 
— [f(s+o-h)-f(s-0o+h) = 2h[f(s + o) + f'(s — o)] = 2h[2f'(s)]. Or, avec o —hEe S, 
f(s+o—-h)-f(s-o+h) = 2(0 —-h)f'(s). D'où f(s+o+h)— f(s-0—h) = 2(o +h)f'(s) et 
ce pour tout h dans [0,6]. Avec o € S (continuité de f), on déduit que o +0 € $, ce qui contredit le 
statut de o. Bilan : S = [0, + et ce pour tout s ER. 


Ainsi, VsERVR2>0 f(s+h)— f(s—h) = 2hf'(s). f’ est alors dérivable sur R, et en dérivant deux 
fois par rapport à h, f'(s+h)+ f'(s—h) =2f'(s) puis f”(s+h)— f"(s—h) = 0, ceci pour tout s€ER 
et h > 0. Facilement, f” est constante sur R et f est affine. 

Application 1 Soit g dans C(R,R). 

On suppose que pour tout réel x, le quotient gt) 3( À) possède une limite réelle quand h — 0 
(notée ÿ(x)). On dit que g est pseudo-dérivable sur R et ÿ est appelée dérivée symétrique de g. 

On suppose de plus : ÿg > 0. 

Alors g est croissante sur R. 


Pour a > 0, soit ga : æ — g(x) + ax. 


Ja est pseudo-dérivable sur R et pour tout réel x, g,(x) = g(x) + a > a. 


Il existe donc Ô > 0 tel que : Vh €]0, 6] ED ste) = 0, 


Ainsi Vh € [0,0] ga(x +h) — ga(x — h) > 0 et donc g, est croissante sur R. 


Si a <b dans R, g(a) — a(b — a) £ g(b) et ce pour tout a > 0 
donc g(a) < g(b) dès que a < b. 


Voici un raffinement de la proposition 1. 
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Proposition 3 Soit @ dans C(R,R) telle que : 


(Vz ER) (Ve > 0) (3h €]0, €) (o(x) < 


Lx — h) +w(x + h)]) | 


1 
2 


Alors ÿ est convexe sur R. 


preuve : Soit : a < b dans R. 


Comme pour la proposition 1 , d désigne l’ application 
ze (x) — [y(a) + LOMOTE — a)] de [a,b] dans R, nulle en a et b, 
et continue sur [a, b] ; M désigne le maximum de + sur [a, b] 


et on pose ( = {c € Ja, b] tq d(c) = M}. 


Une inégalité du type w(c) < élw(c—h)+w(c+h)] (a<c<b;cEeQ) n’est supposée valable 
que ”ponctuellement” autour de c; On ne peut plus procéder comme dans la proposition 1. L’idée 
est de privilégier un point du fermé ( : son minimum €. 


Si a < co <b, on peut choisir h dans R* tel que 
a<@o—-h<c<co+h<b et plc) < ép(co —h)+p(co+h)]. 
Ceci impose : (co — h) = d(co +h) = M donc œ—-hEQ. 
Contradiction avec le statut de co. 


Bilan : co = a ou co = b d’où Ÿ < 0 sur {a,b]. cqfd 


Application 2 Soit p E C(R,R). 

On suppose que pour tout réel x, le quotient A2p(h,x) — 
quand h — 0 (notée p*(x)). p* est appelée dérivée seconde de Schwarz de p. 
On suppose de plus : p* > 0. 

Alors p est convexe sur R. 


pG+h}+o(gh) 20(e) possède une limite réelle 


Pour a > 0, soit Pa : & — p(x) + ax?. 


pi, est définie sur R par ph(x) = p*(x) + 2a donc pf > 2a. 

Ainsi, (Vr ER) (Ve>0)(h€]0,e]) 2e he) La > 0 
d'où: (Vre R) (Ve > 0) (Ah €]0,€]) pa(x) < S(Palt + À) + par — À) 
Pa est donc convexe. 


p, limite simple des applications convexes 9, quand a — 07, est aussi convexe. 


Exercice : Sans utiliser l’application 2, montrer directement qu’une fonction g € C(R,R) pseudo- 
dérivable deux fois vérifiant g* = 0, est une application affine. 


Preuve (cf [5]) : Soit a < b dans R, 7 l'application affine définie par y(a) = g(a) et y(b) = g(b). On 
veut : y = g sur [a,b]. On envisage pour € > 0 l’application P : x + g(x) — (x) +e(x — a)(x — b) 
(interpolation parabolique). P € C(R,R) est comme g pseudo-dérivable deux fois sur [a, b] et P* = 2. 
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Soit c € {a, b] tel que P(c) est le maximum de P sur {a,b]. Si c €]a, b|, alors, pour tout h > 0 tel que 
[c—h,c+h]C [ab], on a: A2P(h,c) < 0 donc P*(c) < 0. Absurde! 

Bilan : c=aouc=b. Il vient : Ve [a,b] P(x) < P(a) = P(b) = 0, ce qui donne en faisant tendre 
e vers 0* g(x) < y(x). Le même raisonnement avec € < 0 donne + > g sur {a, b]. 

9, affine sur [a, b], est C? sur ]a, b[ avec g” = 0, et ce pour tout a < b dans R, donc g est C? sur R avec 
g” = 0. g est bien une application affine. 


Question : Soit f : R — R continue sur R telle que : 


(Vr € R) (Fe > 0) (Gh €l0,€]) (f(x — h) < f(&+h)). 


A-t-on f croissante sur R ? 


Proposition 4 Si de R dans R est localement convexe sur R, 
i.e si pour tout réel x, il existe 0 > 0 tel que @ est convexe sur |x — 6,x + 0[, 
alors & est convexe sur KR. 


Preuve : Il suffit de montrer que pour tout réel a, 4 est convexe sur ]a, +. 

Soit ae Ret À = {b > a \ y convexe sur ]|a, b[}. 

A contient un a + 6 avec 0 > 0. 

De plus, sibe Aeta<c<b, clairement : c € À donc À est un intervalle non vide de R, de la forme 
la, c) avec c €]a, +oo[U{+0o} 

On veut : c = +0. Sice R, soit y > 0 tel que : a < c—7 et w convexe sur [c—y,c+7[. La convexité 
de @ sur Ja, c à] et [c 2, c+ {et le lemme C de raccordement convexe assurent que Y est convexe 
sur Ja,c + |. D'où : c+7€ À. Contradiction avec le statut de c et résultat. 


Remarque : Le même schéma de preuve assure qu’une fonction réelle localement lipschitzienne sur 
R est globalement lipschitzienne sur tout segment de R. De même, une fonction réelle localement 
polynômiale sur R est polynômiale. En particulier, une application localement constante coincide sur 
R avec un polynôme, nécessairement constant. 


En adaptant la preuve ci-dessus, on à aussi : 
Proposition 5 Toute fonction réelle f localement croissante sur R est croissante sur R. 


Remarques : 

e Le résultat est encore vrai si on remplace croissante” par décroissante” et on retrouve le fait 
qu ‘une fonction réelle localement constante sur R est constante sur R. 

e Le résultat est-il encore vrai si on remplace ”croissante” par monotone” ? La réponse est non. 
Penser à la fonction ”trapèze” f définie par f(x) = x +1 si x €] —- œ,—1{, f(x) = 0 si x € [—-1,1|, 
f(x) = —x +1 si x €]l, +oo[. En revanche, toujours avec le même schéma de preuve, on a : 
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Proposition 6 Toute fonction réelle f localement strictement monotone sur R est strictement mo- 
notone sur R. (cf [2]) 


On retrouve l'exercice 2 de la première partie : 
Application 3 Toute fonction f de C(R,R) localement injective est globalement injective sur R. 


Une telle fonction f continue et localement injective est localement strictement monotone, donc stric- 
tement monotone sur R d’après la proposition 6, et finalement globalement injective comme souhaité. 


» 


Proposition 7 Soit f dans C(R,R), ”croissante à droite en tout réel x 


(Vr ER) (1 > 0) (VyE fx,x + 6]) (f(x) < F(v))# 


Alors f est croissante sur R. 
La continuité de f est essentielle. (même contre-exemple que pour la proposition 2) 


preuve (cf [2]) : Par l’absurde, on a des réels u et v tels que: u <v et f(u) > f(v). On appelle m 
le minimum de f sur [u,v] et on pose : 


A = {x € [u,v] \ f(x) = m}. 
À est un compact non vide. Soit w son minimum. 
on a : w > u (sinon m = f(u) > f(v) > m) 
donc, pour x dans [u,w[, f(x) > m. 
On pose : M = max, f ; B= {x € [u,w] \ f(x) = M} et b = max B. 


esib=w,ona: M = f(b) = f(w) = m. Impossible. 


e si b < w, on choisit, selon l’hypothèse, 0 dans |0,w — b[ tel que : 
Vyelb,b+6] f(b)=M< f(y). 
Ceci impose : f = M sur [b,b + 6] donc b +0 € B. Contradiction. 
Remarque : On peut aussi démontrer la proposition 7 par saturation convexe”, sans évoquer 
l'existence d’un maximum ou d’un minimum; Soit a < b dansR et À — {x € fa, b]\Vy € [a, x] f(a) < 


f(y)}. On vérifie que À est un intervalle de R de la forme [a, c] avec a < c < b et on prouve que c = b 
en raisonnant par l’absurde. 


Application 4 Soit f :R —R dérivable sur R. On suppose que : 
VreR f'(x) > 0. 
Alors f est croissante sur R. 


On suppose dans un premier temps f’ > 0. La fonction dérivable f est continue sur R et la condition 
jf" > 0 entraine clairement x%. D’après la proposition 7, f est croissante sur R. Pour le cas général, on 
termine de façon classique en considérant pour € > 0,x+ f(x) +ex. 


On peut vérifier que l’application 4 équivaut à l'inégalité des accroissements 
finis réels. 
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Exercice 1: Soit f : R — R deux fois dérivable sur R, vérifiant f f” = 0. On pose : 
Z={xeR, f(x) = 0}. En étudiant Z, montrer que f est une application affine. 


On distingue trois cas : 


1. Z = @. On a alors f” = 0, donc f est affine. f est par ailleurs sans zéros donc f est constante 
non nulle sur R. 


2. Z est un singleton {z}. f ne s’annule pas sur |—0o, z[ et sur ]z, +co[ doncil existe (m_,m,) € R? 
tel que : f(x) = m_(x — z) sur | — æ, 2[ et f(x) = m+(x — z) sur |z, +ool. la dérivabilité de f 
en z donne alors f’(z) = m_ = m1, donc f est affine sur R. 


3. Z possède deux éléments a < b distincts. 
e Si Z = R, alors f est identiquement nulle. 
eSiZ Z£R, on peut supposer que Z (fermé dans R par continuité de f) est majoré. Soit alors 
ce = sup Z = max Z. ff! de dérivée positive f’?, est croissante sur [a, c] avec f f'(a) = ff'(c) = 0. 
ff' est donc nulle sur [a, c]. f? de dérivée 2f f', est donc constante sur [a, c}, nulle sur [a,c]. On 
a prouvé que [a,c] € Z. Le même raisonnement prouve que Z est un intervalle (fermé) de R. 
A présent, f sans zéros sur ]c,+oo[ vérifie f(x) = m(x — c) sur |c,+oco[ où m est un réel non 
nul. Avec f dérivable en c, on a: fa(c) = m = f,(c) = 0. Contradiction et impossibilité de la 
situation ”Z £ R a deux éléments distincts”. 


Exercice 2 : On considère l'équation différentielle (E) : u! — f(t,u) où f est l'application C1! de 
R? dans R définie par f(t,u) = cosu + cost. Soit 4 une solution maximale de (E). On peut montrer 
que Ÿ est définie et C® sur R. On suppose qu’il existe to € R tel que (to) = 0. 

Montrer que VER t2>to = y(t) > 0. 


Preuve (cf [5]) : Soit X = {x > to; Vt € [to,x] v(t) > 0}. X est non vide (to € X) et clairement 
convexe. Si X est majoré, on pose à bon droit z0 — sup À. La continuité de Ÿ entraine Y(x0) > 0 
et même Y(x0) — 0 (Sinon on peut trouver des éléments de X strictement supérieurs à æo). Il vient 
d’(xo) = 1 + cos xo > 0. 


1. Si d'(xo) > 0, par continuité de w’, 4 est strictement croissante au voisinage de x0, et donc 
positive sur un certain [70,20 + a[ (a > 0). Contradiction avec la définition de xo. 


2. Si d'(xo) = 0, alors xo € x + 27Z. On vérifie facilement que Y"(xo) = 0 et d’”’(xo) = 1. Avec 
"continue, Ÿ” est croissante et donc positive sur un certain [x0,40+a[ (a > 0). d' est alors 
croissante sur [to,xo + al et y est donc positive. Enfin , à son tour, Ÿ croît et est positive sur 
[to, to + a, ce qui contredit le statut de x. 


Bilan : X n’est pas majoré. cqfd 


Question : Soit & dans C(R, R) telle que : 


Ge ER) (26 > 0) Ge fer +6) (AEÈ) < Fete) + etui). 
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A-t-on w convexe sur R ? 


Réponse : NON ! avec la ”fonction-rampe” définie sur R par w(x) = 0 si x < 0, w(x) = —-x sinon, 
qui est de surcroît concave. 

Un point suffit pour faire un raccordement monotone entre deux intervalles de même monotonie. Pour 
un raccordement convexe, il est nécessaire que les deux intervalles de convexité se chevauchent. 


Voici un raffinement de la propriété précédente : 
(cf Choquet, topologie, Masson) 


Proposition 8 Soit f dans C(R,R) telle que : 


(Vr ER) (V6 > 0) (Ay € [x,x + 6]) (F(x) < f(y)) 


Alors f croissante sur R. 


Preuve : Soit a < b dans KR. Pour € > 0, on pose : 


A={re [a, b] ; Fla)=e< Fr 


La partie À: de R est non vide (a € A.), bornée par b et fermée par continuité de f, donc À; contient 
c = sup À: = max À.. Si c < b, f(c) = f(a) —- €. Sinon, f(c) > f(a) —-E, et par continuité de f, c est 
intérieur à À. ! 

Par hypothèse, on peut choisir un réel & dans |c, b| tel que f(c) < f(&). 
Ainsi, € € À,, ce qui contredit le statut de c. 

Bilan : c—b, f(a) —E < f(b) et ce pour tout € > 0, donc f(a) < f(b). 


Application 5 Soit f : [a,b] — R continue telle que : f(a) = f(b). 
Alors il existe c1 Ela,bl tel que f est croissante à droite en c1, et il existe ca €la,b] tel que f est 
décroissante à droite en c2. 


Preuve : On suppose que f est non constante sur [a, b] et que f prend des valeurs strictement négatives 
sur [a, b]. (Sinon, adapter...) 

Avec f continue sur [a,b], on envisage c1 €]a, b[ tel que f(c1) = mingy f < 0. L'application f est 
clairement croissante à droite en c1. Si f n’est nulle part décroissante à droite, on peut écrire : 


Vz eEla,bl Vô>0 yelx,z+6] f(x) < f(y). 


L'application continue f est alors croissante sur ]a, b|]. Pour tout x €]a, c:1], on a alors f(x) < f(c1) < 0 
et en faisant correctement tendre x vers a, il vient f(a) < f(c1) < 0. Contradiction et résultat. 


Proposition 9 Soit f dans C(R,R) telle que : 


(Vr ER) (167 = 0 > 0) (Vy € [x — ,x + 6]) (f(x) < F(v)#k% 


Alors f est constante sur R. Autrement dit, une fonction de C(R,R) qui admet un minimum local en 
tout point est constante. 
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Remarque préliminaire : Dans l’inégalité des accroïissements finis vectoriels rappelée dans la première 
partie, on peut remplacer f et g dérivables par f et g dérivables à droite, f' par f} et g' par 94 (cf [6]). 
Comme application immédiate, une fonction réelle f continue sur un intervalle 7 et admettant une 
dérivée à droite positive (respectivement négative) sur Z est croissante (respectivement décroissante). 
L'hypothèse de continuité est essentielle, penser à une fonction en escalier convenable. 


Preuve : (k%x = x%) donc f est croissante sur R selon la proposition 7, puis, toujours avec #k%., 


(Vr ER) (1 > 0) (Vy € [x — 6,x]) (f(x) = F(y)). 


On peut conclure de deux façons : 

e L'application x ++ f(—x) est continue et dérivable à droite de dérivée nulle, donc est constante, ce 
qui assure que f est constante sur R. 

e Si f n’est pas constante sur R, il existe a < b tel que f(a) < f(b). Pour tout z E]f(a), f(b)|, on 
choisit par valeurs intermédiaires un réel x dans |a, b| tel que z = f(x), puis par densité de Q dans R, 
on prend un rationnel r, dans [x — 6,,x] tel que f(r,) = 2. On définit ainsi une application r:z267r, 
de |f(a), f(b)[ dans Q, clairement injective. L'intervalle ] f(a), f(b)[ est donc dénombrable, ce qui est 
impossible. 


3- Régularité d’une fonction de co([0,1}) 


On veut prouver qu’une fonction f convexe sur le segment [0, 1] est continue sur ]0,1[ et réglée sur 
[0,1]. La continuité de f sur |0, 1[ est acquise avec le lemme A. Reste à justifier l’existence dans R de 
f(0 + 0) puis adapter pour l’existence dans R de f(1 — 0). 


a) f est bornée sur [0,1]. 


e Pour x € [0,1], f(x) = f(x.1+(1-x).0) < xf(1) + (1 — x)f(0) donc f(x) < M où M — 
)). L'application f est donc majorée sur [0,1]. 


e On pose : c = (a+b). Pour |[t[<c, ona: f(c) < Slf(c+t) + f(c—t)] donc f(c+t) > 
2f(c) — f(c—t) > 2f(c) —- M, donc f est minorée sur [0,1]. 


Remarque (cf [2]) : 


On peut retrouver le caractère localement lipschitzien” d’une fonction convexe ; Si 0 < a <b < 1, 
on choisit À > 0 tel que [a — h,b + h] C [0,1]. Selon ce qui précède, sans changer les notations, on 
choisit des réels m, M tels que f (la —h,b+h]) C [m, M]. Pour x, y dans {a, b], on considère le réel de 
la—h,b+h]: 

y—x 
ly—æl 
On écrit alors : y = Àz + (1 — À)x où À = ——— e [0,1]. 
De là : f(y) < Af(z)+(1—X)f(a) ie f(u)— f(&) < A(F(z) — F(æ)). 1 vient (y) f(x) < MM-m) < 


M-m Mn jipschitzienne sur [a, b]. 


z=y+h 


7 |y—x |. Par symétrie des rôles de x et y, on conclut que f est 
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b) Avec le théorème 
de comparaison des dérivées. cf [2] 


On veut justifier l'existence dans R de f(0 + 0). L'application f est convexe sur [0,1] donc f” est 
définie et croissante sur ]0, 1|. 


* si f} est partout positive sur ]0,1[, avec f continue sur ]0,1/], le théorème de comparaison des 
dérivées donne la croissance de f sur ]0,1/], et le théorème de la limite monotone assure le résultat 
puisque f est minorée sur [0,1]. 


* s’il existe a €]0,1[ tel que f/(a) < 0, la croissance de f! sur ]0,1[ donne : f} < 0 sur ]0,a]. f 
continue est alors décroissante sur ]0,a], et f majorée admet une limite finie en 0+ par le théorème 
de la limite monotone. 


c) Autre justification avec le théorème 
des valeurs intermédiaires. 


e Premier cas : f est constante sur |0,1[. Rien à dire. 


e Deuxième cas : (10<a<b<1) (f(a) £ f(b)). 


**Premier sous-cas : f(a) > f(b). 
On montre que f(x) > f(a) pour tout x de [0, a]. Par l’absurde, 


20<B<a) (f(8)< f(a)). 


Pour v choisi dans ]max(f(b), f(8)), f(a)|, par valeurs intermédiaires (rappel : f est continue sur 
10, 1{), on prend uw dans |B, a[ et u’ dans Ja, b] tels que : f(u) = f(u') = v. a s'écrit : a = Au+(1— ju’ 
avec À €]0,1{ et pourtant, f(a) > Af(u) + (1— À)f(u') = v. Contradiction. 

On montre à présent que f est décroissante sur ]0, a]. Par l’absurde, 


(0<r<s<a) (f(a)< f(r) < f(s)). 


TS 


On choisit v dans |f(r), f(s)[, puis par valeurs intermédiaires, u €lr,s|, u' €ls, al tels que : f(u) — 
f(u/’) = v. Contradiction comme ci-dessus avec u < s < u/ et f{u) = f(u') = v < f(s). 
On conclut avec f majorée sur ]0, a] et le théorème de la limite monotone. 


**Deuxième sous-cas : f(a) < f(b). 
Si f est croissante sur |0, a], le théorème de la limite monotone permet de conclure. Sinon, on choisit 
a et B rangés dans cet ordre dans |0, a] tels que : f(a) > f(B). On est ainsi ramené au sous-cas 
précédent. 
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